Capitolo Ottavo
L'INTEGRALE INDEFINITO

PRIMITIVE,

Ricordiamo che uninsieme A (O R) & detto aperto se € intorno di ogni suo punto, ossia se,
per ogni x 0 A, esiste un intervallo aperto di centro x contenuto in A.

DEFINIZIONE. Siano dati un insieme aperto A (0O R) eunafunzionef: A — K. Diremo
cheunafunzioneF: A — R eunaprimitiva dellaf se F € derivabilein A erisulta F'(x) = f(x)
per ogni x O A.

Unafunzionef: A —» R edetta primitivabile se &€ dotata di primitive, ossia se esiste unafun-
zioneF: A - R chesaunaprimitivadellaf.

Sef: A - R éprimitivabile, I'insieme di tutte le sue primitive e detto I'integrale indefinito
dellaf e s indicacon il simbolo [f(x)dx.

E dunque
Jf(x)dx := {F: F'(x) = f(x), O x O A}.

L'integrazione indefinita il problemainverso di quello della derivazione.
Assegnato un insieme aperto A, la derivazione € un'applicazione D dell'insieme delle fun-

zioni reali derivabili in Aiin quello di tutte le funzioni di Ain . Questa applicazione non e né

iniettiva né suriettiva. Sappiamo, infatti, che due funzioni derivabili che differiscono per una
costante additiva hanno la medesima derivata. Inoltre, si puo dimostratore che, in accordo con

I'intuizione, lafunzionedi R in K chevae 1 ne punti razionali evale 0in quelli irrazionali non
éladerivatadi nessunafunzione.

Si pone in modo naturale il problema seguente: Data unafunzionef: A - R, ricercarelasua

controimmagine D - 1(f). Dobbiamo, in altre parole, rispondere alle due seguenti questioni:
— Esistenza di primitive dellaf.
—Ricercadi tutte le primitive dellaf.

Quanto al primo problema, ci limitiamo a enunciare un risultato che verra dimostrato solo nel
Capitolo 13, dopo aver studiato I'integrale di Riemann.

TEOREMA 1. Ogni funzione f: A(D R) — R definita e continua in un aperto A é
dotata di primitivein A. [

Segnaliamo che la continuita dellaf non & condizione necessaria per la sua primitivabilita.

ESEMPIO. 1) Lafunzionef: R - R definitada

.1 1 .
@xsmi- cosy, seéx # 0

, seex =20

f(x) =
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non e continuain 0, ma sappiamo che essa e laderivatadelafunzioneF: R - R definitada

.1 \
25in =
F(xX) = Ex sini, seex#0

, seex =20

Passiamo a secondo problema. Anche in questo caso le nostre ambizioni sono molto mode-
ste. Ci limiteremo allaricercadi primitive di particolari class di funzioni continue e definite su
intervalli aperti.

Cominciamo con il richiamare un risultato gia noto (cfr. Cap. 7, Corollario 16 , Prop. 2).

TEOREMA 2. Sano dati unintervallo I, unafunzionef: | - R eunasua primitiva F:
| - R. Sono allora primitive della f (tutte €) sole le funzioni G: | —» R che differiscono
dalla F per una costante additiva, ossia le funzioni definite da G(x) = F(x) + c,conc O K.

DIM. SaG: | - R unaqualunque primitiva dalaf. Consideriamo lafunzioneH: I - R
definita da H(x) = G(X) - F(x). LaH e derivabilein | esi haH'(x) = 0 per ogni x 0 I. Ap-
plicando il Teoremadi Lagrange, s ottiene cheesisteunc O [ taleche H(X) = c per ogni x O 1.
E dunque, sempre per ogni x 0 |, G(X) = F(X) + c. I viceversa & owvio. [

E importante tener presente che, per lavalidita del teorema & essenziae che il dominio dellaf
saunintervallo.
Supponiamo infatti che il dominio A siadato dalla riunione di due aperti disgiunti A; e A;.

Detta F una primitivadellaf, consideriamo lafunzione G: A — R definitada

_OF(x)+1,seéx0dA;
G(x) = H:(x)+2, seex Ay

LaG eunaprimitivadellaf, manon differisce dalaF per una costante additiva.
Vediamo la cosain un caso particolare.

ESEMPIO. 2) Consideriamo lafunzionef: R \ {0} — R definitadaf(x) :%. Le primitive
dellaf sono tutte e sole le funzioni Fap: R\ {0} - R definiteda

dog|x|+a, seéx < 0

Fab(X) = Hoglx| + b, seéx > 0

Ci permetteremo tuttavia, per ragioni di comodita, espressioni del tipo _[%dx = log|x| + ¢, pur
sapendo che non s tratta di un‘uguaglianza vera e propria, ma solo di un modo comodo di
esprimersi.

Quanto sopravisto é riassunto dalle due seguenti uguaglianze:

—Sef: | -~ R éprimitivabile, dloras ha

d
o™ =fx),0FD Jf(x) dx.
—SeF: 1 - R éderivabile, dloras ha

I%F(X) dx={F(X) +c, concO R}.
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Per cominciare, osserviamo che € immediato trovare una primitiva di un certo numero di

funzioni elementari, in quanto bastaleggere d contrario latavola delle derivate. Si ottiene cosi la
seguente Tabella.

f(x) Jf(x)dx
xa + 1
x; cona 0 R\{-1} +C
a+1
% log|x| + ¢
COSX sinx+c
sinx —COoSX +cC
1 tgx + ¢
COS?X 9
1
sinx —cigx+c
1 H —_ 1
— arcsinx + ¢ = - arccosx + ¢
V1 - x2
1 — U
1+ x2 arctgx + c=- arcctgx + c
Chx Shx +c
Shx Chx+c
1
Chax Thx+c
1
% - Cthx+c
R
T2+ 1 arcsinhx +c=log(x+ Vx2+ 1) + ¢
1 arccoshx + ¢ = log(x + Vx2 - 1) + c, per x > 0
VxZ - 1 -arccosh(-x) + ¢ =-log(-x + Vx2- 1) + ¢, per x< 0
eX eX+c
1
aX @&X+C
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In questa Tabella abbiamo indicato I'integrale indefinito nella forma F(x) + c. Ricordiamo
che laformula é esatta solo se il dominio A dellafunzione integranda f € un intervallo; in caso
contrario, Si intende che si pensa laf ristretta ad uno degli intervalli che compongono A. Si
tenga presente che un insieme aperto A o e unintervallo aperto o € lariunione di intervalli aperti
adue adue disgiunti (in numero finito o infinito). Per trovare tutte le primitive, bisognerebbe
assegnare in modo indipendente una costante per ciascuno degli intervalli che compongono A.

A proposito dell'integrale di L edi

. . R T .
5 , ricordiamo che é arccosx =5 - arcsinx e
71 _ X2 X4 + 1 2

Tt
arcctgx =, - arctgx.

Prima di proseguire, facciamo un'osservazione importante, anche se la cosa puo apparire
banale. Per controllare I'esattezza del calcolo di un integrale indefinito basta effettuare la deri-
vata del risultato.

8§21 METODI D'INTEGRAZIONE

Vogliamo ora stabilire delle regole di integrazione che, come vedremo, s deducono da quelle
di derivazione. E pero indispensabile mettere subito in chiaro una cosa. Mentre il calcolo delle
derivate e di tipo meccanico, nel senso che, data una funzione derivabile espressa mediante
funzioni elementari, € immediato calcolare |a sua derivata e questa e espressa ancora mediante
funzioni elementari, ben diversa e la situazione per quanto riguardail calcolo degli integrali in-
definiti. Esistono infatti funzioni elementari continue e quindi primitivabili che non si possono
integrare con metodi semplici, ma solo, eventualmente, con tecniche piu raffinate quali, per
esempio, gli sviluppi in serie.

ESEMPIO. 1) Consideriamo lafunzione f: R \ {0} - R definite daf(x) = %X Malgrado
I'aspetto innocuo, questa funzione non s lasciaintegrare per via elementare.

Vedremo che, per contro, lafunzioneg: R - R definitedag(x) = g e integrabile elemen-
tarmente.

Non e dunque possibile acquisire unatecnica universale per il calcolo degli integrali indefi-
niti, come s faper quello delle derivate. Si possono pero stabilire alcuni metodi o regole d'inte-
grazione che risultano applicabili in moltissimi casi.

Metodo d'integrazione per decomposizione

Dai Teoremi sulladerivatadellasommaedi cF S ottiene subito il

TEOREMA 3. Seleduefunzioni f,g: 1 — R sono primitivabili su unintervallo | e se
F,.G: | - R sono dueprimitive, rispettivamente di f edi g, allora, quali chesianoa,b 0 R,
e primitivabile anche lafunzioneh: I — R definita da h(x) = af(x) + bg(x) e una primitiva

di hedatadallafunzioneH: 1 —» R definita da H(x) = aF(x) + bG(X).
Cio s esprime con la scrittura

J(af(x) + bg(x))dx = a [f(x)dx + b [g(x) dx.
DIM. Basta osservare che e D(aF(x) + bG(x)) = af(x) + bg(x). (I
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Il risultato di questo teorema si esprime dicendo che: La combinazione lineare di funzioni
primitivabili & primitivabile e che le sue primitive sono date dalla combinazione lineare, con gli
stessi coefficienti, delle primitive delle funzioni date.

ESEMPIO. 2) Si ha [(3cosx + %)dx = 3[cosxdx + 2f %dx =
=3sinx + ¢; + 2log|x| + ¢, = 3sinx + 2log|x| + c.

Metodo d'integrazione per parti

Da Teoremasulladerivatadel prodotto s ottieneil
TEOREMA 4. Sano F,G: | - R due funzioni di classe C1 su unintervallo | e siano

f,0: 1 - R lecorrispondenti derivate. Allora sono primitivabili in | anche le funzioni Fg e

fGeseH: 1 - R eunaprimitivadi fG, una primitiva di Fg é data da FG - H.
Cio 9 esprime con la scrittura:

JF(x) g(¥)dx = F(X) G(X) - [f(x) G(x) dx.

DIM. Lefunzioni Fg e fG sono continue e quindi primitivabili. DettaH: 1 — R unaprimi-
tivadi fG, s ha:

D(F(x) G(x) - H(¥)) =f(x) G(x) + F(x) g(x) - f(x) G(x) = F(x) 9(x). O

ESEMPIO. 3) Si vuol calcolare [xlogxdx. Posto F(x) = logx e g(X) = X, Si pud assumere
2
G(x) = X? Applicando laformuladi integrazione per parti, S ottiene

X2 X2 1 x2 X2 1 X2 X2
[xlogxdx = flogx D(5) dx = 5logx - [J 5-dx = 5logx - 5fxdx = Zlogx - - +c.

Vediamo di capire bene come s usa questo risultato.
Supponiamo di dover calcolare I'integrale indefinito del prodotto delle due funzioni f e g de-
finite su unintervallo | e di conoscere una primitiva G dellafunzione g. Possiamo allora scri-

vere
Jf(x) g(x)dx = [f(x) G'(x) dx.

Diamo, intal caso, a fattore f(x) il nome di fattorefinito e ag(x) = G'(x) quello di fattore diffe-

renziale. Se poi laf e derivabilein |, possiamo applicare il metodo di integrazione per parti. Se

anche g é derivabile e conosciamo sia una primitiva F dellaf, siauna primitivaG dellag, €, a-

meno apriori, indifferente scegliere laf come fattore finito e lag come fattore differenziale o vi-

ceversa. Molto spesso pero, nella pratica, la scelta € obbligata o almeno favorita da ragioni di
opportunita.

ESEMPI. 4) Si vuol calcolare [xeXdx. Assunto eX come fattore finito, si ha:
2 2
Jxexdx = [D(S)e¥dx =5 e - 5 [x2exdx.

Ci s riduce cosi ad un problema piu difficile di quello di partenza. Assunto, invece, come fat-
torefinito x, s hafacilmente

JxeXdx = [xD(eX)dx = xeX - [eXdx = xeX - eX + c.
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5) Si vuol calcolare [logxdx = [1-logxdx. Assunto logx come fattore finito, s ha:
_ 1. _ _
Jlogxdx = xlogx - J'xxdx = xlogx - [1dx = xlogx - X + C.
6) [xexcosxdx = [xeXD(sinx)dx = xeXsinx - [(eX + xeX)sinxdx =
= xeXsinx + [(eX + xeX) D(cosx) dx = xeXsinx + (eX + xeX) cosx - [(2eX + xeX) cosxdx =
= xeX(SiNX + cosx) + €Xcosx - 2] eXcosxdx - [xeXcosxdx.
Si ricava cosi I'espressione
xeXcosxdx = %xex(si NX + COSX) + %ex CcoSX - [eXcosxdx.
Ora, con lasolitatecnica, S ottiene:

JeXcosxdx = eXsinx - [eXsinxdx = eXsinx + eXcosx - [eX.cosxdx,

da cui Jexcosxdx = %ex(si NX + COSX) + C.
S conclude cosi findmente che &

[xeXcosxdx = %xex(si Nnx + cosx) - %exsinx +cC.

7) Si ha fﬁdxzj’xe-xdxz-xe—xtfe-xdx:-xe—X-e—X+c.

N. B. Non sempre un tale procedimento ha successo. Lo si constata facilmente tentando di

. _ eXsinx . ..
applicarlo afunzioni come., —, e simili.

Metodi d'integrazione per sostituzione

Da Teorema sulladerivazione delle funzioni composte s ricavail

TEOREMA 5. Sono date due funzioni componibili f: 1 =]a, b[ - &, g:J=]c, d -
I, con f continua e g derivabile. Allora, seF: | — R € una primitiva dellaf, la funzione
F(O(X): J > R éuna primitiva di f(g(x))g'(x). Cio s esprime scrivendo:

*) Jf(9(x)) g'(x)dx = [f(u)du, con u = g(x).

DIM. SeF: 1 - R etaecheF'(u) =f(u), alora, per il teorema di derivazione delle fun-
zioni composte, si ha D(F(g(x))) =f(g(x))g'(x). O

Il Teorema ora dimosrtrato ci permette di calcolare I'integrale posto a primo membro della (*)
apatto di saper calcolareilsecondo.

ESEMPI. 8) Si voglia calcolare [sin2xcosxdx. Posto u = g(x) = sinx, g'(x) = cosx, si ha

[ sin2xcosxdx = [u2du = %u3 +c= %Si n3x + C.
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xdx
X2 +1°

9 S vogliacalcolaref Posto u = g(x) = x2 +1, dacui g'(x) = 2%, sl ha

xdx 1 2xdx 1cdu_1 1
[ 12l v =2 U =200+ c=5 002 +1) + c.

10) Si voglia calcolare [ cos?xdx. Posto u = 2x, s ha
21 21 1 21 1 _
Jeos?xdx =5 [ (1 + cos2x)dx = 5 + 3 Jcos2xdx = 5x + 7, fcosudu =

11, 1,01 . _ X+ sinxcosx
—§x+zfsmu+c—2x+45|n2x+c——2

Si trova, in modo analogo, che e

. X - SINXCOSX
[sin2xdx ==—5""""+c.

11) Si vogliacalcolare [tgxdx. Posto u = g(x) = cosx, S ha

_(SiNX . _ (-Sinx, _ (du_ _
Itgxdx-fﬁdxﬂ @dX—-IU—-Iog|u|+c--|og|cosx|+c.

In modo analogo si calcolano gli integrali indefiniti delle funzionei cotangente, tangente e
cotangente iperboliche (cfr. laTabelladi pg. 166).

12) Si voglia calcolare [arcsinxdx = [1-arcsinxdx. Integrando per parti e ponendo u = X2, s
ha

[1-arcsinxdx = xarcsinx - [————dx = xarcsinx + _['Zixdx =
V1 - x2 2V1 - x2
= xarcsinx + =xarcsinx + VI -u+c=xarcsinx + V1 - x2 + c.
J’ZVT- u

In modo analogo s calcolano gli integrai indefiniti delle funzionel arcocoseno, arcotangente,
arcotangente iperbolica, etc. (cfr. laTabelladi pg. 166).

Mal'uguaglianza (*) lettaa contrario permette, sotto opportune ipotes, anche di calcolareil
secondo membro, a patto di saper calcolare il primo.

TEOREMA 6. Sono date due funzioni componibili f: 1 =]a,b[ - R,g:J=]c,d -
I, con f continua e g biiettiva e di classe C! assieme alla suainversa ¢: | — J. Allora, se
F(t): J > R eunaprimitiva di f(g(t)) g'(t), la funzione F(¢(x)): | - R & una primitiva di

f(x). Cio s esprime con la scrittura
**) Ji)dx = [f(g(1) g'(t)dt, con t = 6(X).

DIM. Siadunque F(t): J - R una primitivadi f(g(t)) g'(t). Tenuto conto che s hag'(t) =
1/$'(x), con x = g(t), Sl ottiene

%F@)(X)) =F'(®) ¢'(0) =1(a(t) g'(® ¢'(x) =f(a(1)) = (x). O
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Questo risultato ci dice che, se si deve calcolare I'integrale indefinito di una funzione conti-
nuaf: | =]a, b[ - R, s pud cercare unafunzioneg: J=]c, d[ - | biiettivaedi classe C! as-
seme allasuainversa, calcolare [f(g(t)) g'(t)dt e sostituire poi ¢(X) at.

ESEMPI. 13) Si voglia calcolare [V'1 - x2dx. Deve essere x 0 [-1,1]. Si pud allora porre
x=g(t) =sint, cont O [-T/2, 112], dacui g'(t) = cost. Si ottiene:

[V1- x2dx = [V 1 - sin2t cost dt = [V cos?t cost dt = [cos?t dt =

= L SIDLOOSt, o= 2 e+ sntVI-sin2) + ¢ = 5 (arcsinx + X VI x?) + c.

14) Si volgliacalcolare [eV*dx. Deve essere x = 0. Posto x = g(u) = U2, conu =0, si ha

Jevdx = 2[el udu = uel - el + c =V x eV* - e/* +c.

Possiamo cosi ampliare lalistadegli integrali indefiniti delle funzioni €lementari:

f(x) Jf(x)dx
logx xlogx-x+c
logaXx Iog%a(x logx-Xx) +cC
tgx - log |cosx| + ¢
ctgx log |sinx| + ¢
arctgx x arctgx - (1/2) log(x2 + 1) + ¢
arcctgx x arcctgx + (1/2) log(x2 + 1) + ¢
arcsinx xarcsinx+V1-x2 + ¢
arccosx xarccosx- V1 - x2 + ¢
Thx log Chx + ¢
Cthx log [Shx| + ¢
arcsinhix xarcsinhx-Vx2+1 + ¢
&GCOshX xarccoshx- Vx2-1 + ¢
arctghx x arctghx + (1/2) log|1 - x| + ¢
arcctghx x arcctgx - (1/2) log|x2 - 1| + ¢
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I N TO
Z10

8§ .INTEGRAL I NI
ELLE RAZIONALI

E DEF
FUN N |

In questo paragrafo ci occuperemo del problema dell'integrazione delle funzioni razionali.

Per quanto riguarda le funzioni razionali intere, ossia quelle rappresentate da polinomi, non
ci sono difficolta. Occupiamoci delle funzioni razionali non intere. Supponiamo dunque di do-
ver cacolare

PO
Japg 9

con P(x) e Q(x) polinomi. Seil grado di P(x) € maggiore o uguale aquello di Q(x), effettuando
ladivisones ottiene

P(x) _ R(x)
Q(X) Q(x)
doveil grado di R(x) € minore di quello di Q(x). Il problema e cosi ricondotto a quello dell'in-

tegrazione di unafunzione razionale in cui il numeratore ha grado minore del denominatore.
Supponiamo dungue che néll'integrale di partenzasiagr P(X) < gr Q(X).

A(X) +

L'idea e quelladi scomporre lafrazi oneg(())?) nellasommadi funzioni razionali di piu facile
integrazione.

X2+ x+1

(X2 +1) dx. S haimmediatamente

ESEMPIO. 1) Supponiamo di voler calcolar

X2+x+1 1 1

X(x2+1) X x2+1

dacui

IX2+X+1

X(x2 +1) dx = If'X +Ix2 + 10X = log|x| + arctgx + c.

Passiamo al caso generale. Sappiamo (cfr. Cap. 4, Teor. 9) che un polinomio a coefficienti
reali puo essere scomposto in fattori di primo e secondo grado con discriminante negativo.

Sussiste orail seguente risultato del quale omettiamo la dimostrazione.

TEOREMA 7. (di Hermite) - E data una funzione razionale f(x) = Q((x)) con

Q(X) = a(x-ag)1(x-ag) 2...(Xx-an) (X2 + bix+c1)S1(X2 + boX + Cp)%2... (X2 + bx + ) %,
essendory+rp+ ... +rp+2(s+S+ ... +§)=n= grQ > gr P(x). Esistono allora n

costanti reallA.BCJ,D| con|—12 ., hj=1 . k1=01, .., m-1 conm
=n-h- 2kperCU|S|ha

K
P(X) _ Z Aj Bix + C; +£D0+D1X+D2X2+ ... + Dp-gxm-1
Q¥ x-a ' j 51 x2+bjx+¢  dx T(X) ’

essendo

T(X) = (x-ag)11...(x-an) ' (x2+bix+c)Sl... (x2+ bex + ¢ )L, O
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X+ 2

(X - 1)(x2 + 1) cerchiamo tre costanti A, B, C

ESEMPI. 2) Datalafunzione f(x) =

tai che:
X+ 2 _ A +Bx+C_A(x2+1)+(Bx+C)(x-1)
(x-1)(x2+1) x-1 x2+1" (x - D(x2+ 1) '
S ottiene X+2=(A+B)x2+ (C-B)x+A-C,
+B=0
dacui, per il Principio di identita dei polinomi, s ricavail sistema g -B=1,
-C =2
che ha per soluzioni: A:%, Bz-%, C:-%.
Si conclude cosi con l'uguaglianza
X+ 2 3 3x + 1

(x-1)(x2+ 1) 2(x-1) 2(x2 + 1)
X2 + 2
(x2-1)2

X2+2 _ A N B +Q Cx+D _ A N B +-Cx2-2Dx-C_
(x2-1)27 x -1 x+1 dx(x-1)(x+1) " x-1 x+1 (x2-1)2

_(A+B)X3+(A-B-C)x2-(A+B+2D)x-(A-B+C)

3) Datalafunzione f(x) = cerchiamo quattro costanti A, B, C, D tali che:

(x2 - 1)2
+B=0
o -B-C=1
Per il Principio di identita del polinomi, s ricavail sSistema +B+2D =0"
-B+C =-2
che ha per soluzioni: A:-%, B:%, C:-% D=0
Si conclude cosi con l'uguaglianza
X2+ 2 _ -1 1 d 3x

(x2-1)2° 4(x-1) T 4(x + 1) dx2(x2- 1)
Cx+1
X2(x2 + 1)’

x+1 _A_ Bx+C dD_A_ Bx+C D_
x2(x2+ 1) "X x2+1 dxx  x x2+1 x2~

_(A+B)x3+(C-D)x2+Ax-D

4) Datalafunzione f(x) = cerchiamo quattro costanti A, B, C, D tali che:

X2(x2 + 1)
+B=0
Per il Principio di identita dei polinomi, s ricavail sistema g -D =0,
=-D =1
che ha per soluzioni: A=1, B=C=D=-1

Si conclude cosi con l'uguaglianza

x+1 _1 x+1 d1il
x2(x2 + 1) X x2+ 1 dxx
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Il problema dell'integrazione delle funzioni razionali € dunque ricondotto a quello dell'inte-
grazione di funzioni di uno dei seguenti tipi:

A . Bx + C ) d D(X)
x-a’ X2+px+q,conp2-4q<o, dx T(x)'"

Per le funzioni del primo e del terzo tipo non ci solo difficolta. Restail problemadi integrare
le funzioni del secondo tipo. Possiamo scrivere

Bx+C _B2x+2C/B_B 2x+p 2C -Bp
x2+px+q 2x2+px+q 2x2+px+q 2(x2+px+q)

2X +
Essendo Ix2+px+pq dx = log(x2+ px+q) + c,

il tutto s riduce ad calcolo dell'integrale di unafunzione del tlpoix2+ DX+ Q' con p2-4q<0.

Oras ha

2 2 2
X2+pX+q X2+2pX+e]. 4q P = (X+ p)2 4q4 Y 4q4 P ’)(X + plz)ﬁ +1D
V4q - p2

E dunque
dx dx _
IX2+px+q 4q - pZI ’)(X + p/2)[¥ +1 m_ szt2+1_m_ p2 arctgt + c,
EV4q p2 H
doves é posto t :M.
V4q - p2?
. . dx 2 2(x + p/2)
In conclusione, s ha actg———— "+
havpxra” Vaq-p2  Vaq-p?
(x + 2)dx 3Xx +1

ESEMPI. 5) Si ha j(x dx =

1)(x2 + 1) ZIX-l 2)x2 + 1

1 1
:§I0g|x 1] - 4Ix2 T 1 dx - > md Iog|x 1] - flog(x2+1) arctgx+c

6) S ha J—X(x + 5)dx I(ZX + 1)dx dx

2 +x+ 1" =2 2+x+1 2x2+x+1

dx _
ZI(X +1/2)2 + 3/4

(2(/3)dx
(x+1/2)2 + 1°

élog(x +x+1)+

1
= 510902 +x + 1) + 3?/3‘[(4/3)
= 3 10g0@ + x+ 1) + V3 arctg [2HI)(x + 12)] +c.

(x2 + 2)dx _ _-1p dx 3X _
x2-12 ~4lx-1 4x+1fmx2( 1y =

7nSha [T



170 — Capitolo Ottavo

=L oa- 11+ % S X
=z loglx- 1|+ 7 log|x + 1 20x2 - 1) +C
_— X+1 _ (x + 1)dx
8) S ha fixz(xz F 1) [ 21 mlx X%jx_

2xadx dx 1
X

_ 1 _ 1 1
—Iog|x|-§‘[x2 + 1 )32 + 17 x =109k -510g(2 + 1) - arctgx - +c.

Primadi esporre ancora qualche altro esempio e di mostrare qualche altro ‘trucco’ per il cal-
colo degli integrali indefiniti di particolari classi di funzioni irrazionali o trascendenti, ricor-
diamo che, come abbiamo gia detto, ci sono delle funzioni continue che non si lasciano inte-
grare con metodi elementari, ossia utilizzando i teoremi visti nel 8§ 2. Fra queste funzioni ribelli
ce ne sono acune molto importanti; ne segnaliamo qual cuna:

1

eX sinx
logx’

< : 2. 2.
< x o+ Sinxs exs;

In moltissimi cas, per integrare funzioni irrazionali o trascendenti, si effettua una sostitu-
zione razionalizzante, ossiatale daricondurre il problema a quello dell'integrazione di funzioni
razionali che, almeno in teoria, sappiamo effettuare. Diciamo "ameno in teoria’, dato che il
primo passo per integrare unafunzione razionale e quello di scomporrein fattori il polinomio al
denominatore e gia questo puo risultare tutt'altro che banale.

ESEMPIO. 1) Su voglia calcolare J’%V_ X_[dx. Posto, X =12 s ha

Xx+1
« = t2 dx = 2tdt
T 1-t2 (1-t2)7
Si ottiene J’%V:( f 1o ZIt2 =log|t + 1| - log|t - 1] + c =
= X419 15+
o9 X+ 1 0~ 'o9 X + - igte

Piuin generale, se s devecalcolare_[f(x v y: x::+ 5)dx essendo f una funzione razionale e
+B

ad - By # 0, s effettua la sostituzionem =tNn. Se einvece ad - By = 0O, basta osservare

chedeve esserea = pye 3 = pd; il radicando e dunque costante e uguale a v p.

ESEMPIO. 2) Si voglia calcolare ﬂ-xz + 3x - 2dx. S ha

Vo F 32 = T2 = (- D 2 X
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Si ottiene dunque | -x2 + 3x - 2dx = I(x -1 x )idx che é del tipo dell'Esempio prece-

dente e s tratta allo stesso modo.

E cosi per calcolare f(x, Vax2 + bx + c)dx, con f funzione razionale e b2 - 4ac > 0.

ESEMPIO. 3) Si voglia calcolare Ix—dx S ha
Vx2-x + 1
J' (2X-1)dX +J' dx 77_'_1_'_"'
VZ-X+1 VX2 -x + 1 "2UxZ-x + 1 2§7x2-x+1
Effettuando la sostituzione X2-x+1=(x+1)2 s ha
t2 - 1. o2+t + 1 _t24+t+ 1
S TET dx——2—(2t+1)2dt, §7x2.x+1—72,“rl :
N 1 dx 1,0 2dt 1
S ottiene 5 =-5 =-Slogl2t+1]+¢, cont=VxZ-x+1 - x.
ij_l_ 1 2J2t+ 1 2
xdx
In conclusione, si ha L XOX X2 ox+1- flog|2§7x2 X+1-2x+1|+c.
Vx2-x + 1 2

E cosi per calcolare [f(x, Vax2 + bx + c)dx, con f funzione razionale, a> 0 e b? - 4ac < 0.

1+ sinx _LX .
m dx. Posto t= t%, s ha

_ ) 20t R (1 +sinx 2+ 2t+1,
x=2arctgt; dx=7 "5 Edunquer |7 oo dx = 2(1 + ) dt =

2 t
:J'fdt 1+t2 Id =2loglt] - log(t2 + 1) - f+c 2Iog|tgz| Iog(tg2(2)+1) ctgz+c

ESEMPIO. 4) S voglia calcolare

E cosi per calcolare Jf(sinx, cosx) dx, con f funzione razionale.

Occupiamoci orade cosiddetti integrali binomi. S trattadi integrare unafunzione del tipo

f(x) =xM(a + bx"MP, conm :% n=_p= S numeri razionali.

Il problema e risolto dal seguente Teorema, del qual e omettiamo ladimostrazione, che da una
condizione necessaria e sufficiente per I'integrabilita per via elementare di queste funzioni.

TEOREMA 8. Unafunzione f: 1 - R definita da
f(x) = xM(a + bxMP, con m, n, p numeri razionali,
e integrabile e ementarmente se e solo serisulta intero uno dei tre seguenti numeri

m+ 1 m+ 1
' n n

+p. U

Vediamo, con esempi come si procede in ciascuno dei tre casi. Se p € un intero = 0, non Ci
sono problemi, dato cheil tutto s riduce ad integrare funzioni del tipo x'.
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ESEMPIO. 5) Si vogliacalcolare [X2A(1 + x(13))-Ldx.
Si pone x=t6=m.c.m.(2, 3) = m.c.m.(m", n"). Risulta

t8 t8 - 1 dt
12 13N)-1dgx = 6|-——=dt = FE Y
JXU2(L + xW)-dx = 6 1 ot = 6f St + 6f 1 o =

= B[(t6 - t4 + 2 - 1)dt + Barctgt = %7 - gt5 + 23 - 6t + 6arctgt +c=...cont = x16),

6) Si vogliacacolare [X2(1 + xV4)M3)dx.
sihamtl-g g pone 1+ x4 =t3=tP" Risulta

x(V4) =13 - 1; x(12) = (13- 1)2; %x(—3/4)dx = 3t2dt; dx = 12t2x(/4)dt = 12t2(3 - 1)3dk.
Siottiene  [x(2)(1 + x(V4)(I3)dx = 12ft3(t3 - 1)%dt = ... cont = (1 + x(V/4)/3),

7) Si vogliacacolare [X@3)(1 - x(V2)L/3)dx.
siham*l, p=3.Sipone (1-x2)/x12)=x-12)-1=t3=tP" Risulta

x(12) =3 + 1; x(23) = (13 + 1)(-43);
(1 - xUD)U3) = (13x(U2))(-13) = t-Ix(-16) = t-1(t3 + 1)(1/3);
-3 X3dx = 32t ok = - 61Xt = - (13 + 1)t

Siottiene  [x(3)(1 - x(V2))=V3)dx = - B[t (t3 + 1)dt = ... cont = (x(/2) - 1)(V3)

8§ 5, ESERCI ZI
1) Si calcolino gli integrali indefiniti delle seguenti funzioni:

1 ) 1 . log2x, x+ 1, 2x + 1e(ﬂx 1V'S< + 1 sm\/x
V_XZ + a21 V_XZ - azi X3 ] X2 + 4X1 ]
1
xearesinx: 1 CVI-x2 yI-x. 9% x3 . log?x
Vi x2 1 + sinx + cosx’ X X x4 Vi-x2 V3
arct X . X . arcsinx, X - v arctgx, 1 . 1+x, 1
9 + 1 (x + 1)% 1 - x2’ 1+ 4x2 * sinxcosx’ 1 + yx’ Jex - 1’

sin2xsin3x; x2e2%;  xlogx-2x; xe VX = 423 X\i/5 - x2;  eSnXgin2x.
2) Si ricerchino le funzioni per cui éf"(x) = arctgx + 1.
2
3) Frale primitive ddlafunzioneﬁ s ricerchi quellachein 0 assumeil vaore 1.
2
"

Cherisposta s puo dare ad un‘anal oga domanda per lafunzi onexzx_ 5




